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Abst ract .  We show how to compute a geometrical presentation for 
a finitely generated fuchsian group G from the explicit knowledge of a 
fundamental  polygon for G. We use a previous work on fat-graphs [4]. In 
particular, our result is a complement to the works of R.S. Kulkarni [10] 
and S. Johansson [5] on arithmetic fuchsian groups. 
Introduction 
Ces derni~res ann~es, le concept de graphe ruban6 (en anglais : fat-graph, 
r ibbon graph, map) est apparu d6terminant dans l'~tude g~om~trique des 
espaces de modules de surfaces de Riemann point~es, notamment  dans des 
calculs cohomologiques (travaux de M. Kontsevich, R. Penner, C. Itzykson, 
voir le survey [1] et les r~f~rences qui y sont cities). 
A un degr6 moindre de complexitY, les graphes ruban~s permettent d~jA 
d'enrichir nos capacit6s calculatoires en topologie et g~om~trie des surfaces 
de Riemann. Ainsi, dans cet article, le fait de voir un polygone fondamental  
d 'un groupe Fuchsien comme un graphe ruban~, fournit le calcul d 'une pre- 
sentation g6om6trique du groupe Fuchsien A partir de la donn6e explicite du 
polygone fondamental. 
Certains groupes Fuchsiens, dits arithm6tiques, sont d6finis alg~bri- 
quement. Les travaux respectifs de R.S. Kulkarni [101 et S. Johansson [5] 
permettent de calculer un polygone fondamental  pour les sous groupes 
Fuchsiens du groupe modulaire PSL2(Z), respectivement pour les groupes 
Fuchsiens eonstruits dans des alg~bres de quaternions A division. Nous pou- 
vons alors calculer une presentation g6om~trique de ces groupes Fuchsiens 
arithm~tiques. I1 apparait int~ressant de ehereher quel peut ~tre l 'apport  de 
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ce r~sultat dans la th~orie des formes modulaires. 
Dans la section suivante, nous rappelons les liens unissant polygones 
fondamentaux et pr6sentations de groupes Fuchsiens, puis 6non§ons notre 
r~sultat principal (th6or~me 1.2) et un corollaire. Nous en donnons une 
br~ve interpretation en terme de l'espace de Teichmiiller d'un groupe 
Fuchsien. La section 3. constitue une courte introduction aux graphes 
ruban~s, nous n'~non~ons que les r~sultats n~cessaires ~ la coherence du 
texte. La section 4. contient la d~monstration du th~or~me 1.2 et de son 
corollaire. Nous appliquons le r~sultat dans la section 5. ~ des groupes 
Fuchsiens arithm6tiques. 
Je remercie R. Silhol pour son accueil chaleureux et des discussions 
instructives. 
1 Polygones fondamentaux et presentations des 
groupes Fuchsiens 
Nos r~f~rences sur les groupes Fuchsiens ont [2] et [7]. Le livre [7] est 
le plus d~mentaire, l'article [2], ~galement facile d'acc~s, est le plus complet 
pour notre propos. 
Soit Gun groupe Fuchsien agissant sur le demi-plan de poincar~ 7-/, c'est 
dire un sous groupe discret de PSL2(~). Nous ne consid~rons dans cet 
article que des groupes Fuchsiens de type fini. 
Le quotient 7-l/G est une surface de Riemann orbifold : elle poss~de 6ven- 
tuellement un nombre fini de points dits singuliers ou elliptiques, qui pos- 
s~dent un voisinage biholomorphe ~un disque du plan complexe quotient~ 
par Faction d'un groupe cyclique. L'ordre du point elliptique est le cardinal 
du groupe cyclique. 
Cette surface n'est pas n6cessairement compacte, il peut lui manquer des 
piqfires (des points avec voisinages biholomorphes ~ des disques point~s), et 
des trous (des disques avec des voisinages biholomorphes ~ des cylindres). 
La signature topologique du groupe G est (g,~l,. . .  ,~'s,v) si la surface 
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de Riemann quotient est de genre g, poss~de s points elliptiques d'ordres 
(ul , . . .  ,us), et v composantes de bord. La signature g6om~trique du groupe 
G est (g,ul, . . .  ,us,u,t) si parmi les composantes de bord, il se trouve u piqfires 
et t trous. 
D~finit ion 1.1 Un polygone fondamental pour un groupe Fuchsien G est 
un polygone connexe P dans 74 U ]~ dont le bord est formd de gdoddsiques du 
demi-pIan et de segments de la droite rdelle tel que : 
1. Les itdrds de P par G remplissent 74. 
2. L 'intdrieur de P ne rencontre aucune de ses images par G. 
3. Pour route ar~te (ou cotd) gdoddsique s de P, il existe une autre ar~te 
de Pet  9 E G tel que g(s) = $, et g(P) est un polygone adjacent 5 
P le  long de-~. 
Les ar~tes qui sont des segments de la droite r~elle seront appel~es ar~tes 
r~elles. Les ~l~ments du groupe g tels que g(s) = ~ sont appel~s les apparie- 
ments de cot~s. Ils engendrent le groupe G (proposition 1.2.2 de [2], th~or~me 
3.5.4 de [7]). 
Tout groupe Fuchsien de type fini admet un polygone fondamental avec 
un nombre fini de cot~s et de sommets (th~or~me 1.5.3 de [2], §3 de [7], un 
domaine de Dirichlet convient). 
Les G-orb i tes  de sommets avec des stabilisateurs non triviaux (appe- 
l~s cycles elliptiques dans [7]) donnent les points elliptiques de 74/G. Les 
G-orbi tes de sommets dans II( donnent les piqfires. Les G-orb i tes  d'ar~tes 
r6elles donnent les trous. 
Si S est le hombre d'orbites de sommets, A est le hombre d'orbites d'ar~tes 
qui sont g~od~siques, et u est le nombre d'orbites d'ar~tes r~elles, alors le 
genre 9 est donn~ par la formule d'Euler 2 - 2g = A - S - 1 - u. 
La signature g6om~trique se lit donc sur un polygone fondamental. 
Mieux, la th6orie des rev~tements assure que le groupe G est isomorphe 
an quotient du groupe fondamental de la surface quotient priv~e des points 
elliptiques (Ei)iE{1,...,s} par le plus petit sous groupe distingu~ contenant 
12 s (8~1,... ,~s ), off 5i est un petit lacet orient~ autour de Ei. Ainsi (th6or~me 
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1.5.1 de [2]), le groupe Fuchsien G poss~de une pr6sentation, que nous appe- 
lons g~om~trique : 
(al,bl, " " ,ag,bg,el,. . . ,es,pl, • • • ,pt,hi, .. . ,h~ 
g s t u 
I I  [ak'bk] He j l I P '  I I  hf =1 et e? = 1 }. 
k=l j= l  i=1 ]=1 
Les ~l~ments ak et b~ sont hyperboliques, les ej elliptiques, les Pi parabo- 
liques, et les h I hyperboliques. 
Notre r~sultat principal constitue l'analogue calculatoire de cette discus- 
sion. 
Th~or~me 1.2 Soit Gun groupe Fuchsien de type fini. Alors la connais- 
sance explicite d'un polygone fondamental et de ses appariemments de cords 
permet de calculer explicitement une prdsentation gdomdtrique de G. 
I1 faut noter que r~ciproquement, la connaissance d'une presentation 
g~om~trique d'un groupe Fuchsien permet [3] [8] d'en dessiner un polygone 
fondamental et de calculer ses appariements d'ar~tes. Cela conduit [3] [9] 
des r6sultats importants dans la th~orie des espaces de Teichmfiller. 
Une premiere interpretation de notre r6sultat dans la th~orie des  es- 
paces de Teichmiiller est la suivante. Rappelons quelques d6finitions [9] 
[3]. L'espace de Teichmiiller T(G) du groupe Fuchsien G est constitu~ 
des classes de conjugaison de presentations g~om~triques de G. L'espace 
des modules M(G) est constitu6 des classes de conjugaison de groupes 
Fuchsiens isomorphes ~G (o~ un isomorphisme doit preserver le type des 
~l~ments du groupe, c'est ~ dire leur caract~re hyperbolique, parabolique ou 
elliptique). L'espace des modules est le quotient de l'espace de Teichmiiller 
par l'action transitive de Outt(G), le groupe des automorphismes ext~rieurs 
de G pr~servant le type des 61~ments de G. La connaissance pour G d'un 
polygone fondamental permet donc de connaitre sa fibre dans son espace de 
Teichmfiller. 
En corollaire du th~or~me, nous obtenons : 
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Corol la i re 1.3 Soit G un groupe Fuchsien de type fini donnd avec un po- 
lygone fondamental ou une prdsentation gdomdtrique. Soit ¢ : G ~ Hun 
homomorphisme surjecti/ sur un groupe fini. Alors il est possible de calculer 
une prdsentation gdomdtrique pour Ie groupe Fuchsien ker(¢). 
2 Graphes ruban6s 
Rappelons [11] qu'un graphe fini F est la donn6e de deux ensembles finis 
A et S munis d'une bijection involutive sans point fixe (71 de A et d'une 
application ~:  A --+ S × S, avec (I)(a) not6 (a(0),a(1)), tel que C~l(a)(1) = 
a(O). 
Supposons que l'on ait un plongement i :[ F [~--~ S de la r~alisation topolo- 
gique I FI d'un graphe F dans une surface orientable lisse S. Soit sun  sommet 
de F, et St(s) l'ensemble (e l , . . .  ,ev(s)) des 6l~ments e de A tel que e(1) = s 
(le cardinal v(s) de St(s) s'appelle la valence du sommet). En projetant un 
voisinage de i(I s 1) sur le plan tangent TN(S ) muni de son orientation, on 
obtient un ordre cyclique sur les ~16ments de St(s). Consid6rant l'ensemble 
des sommets, on obtient une bijection a0 de A dont les orbites sont donn6es 
par l'ordre cyclique sur chaque sommet : ~r0(ei) = e~+l pour l'indice i variant 
dans g/v(s) .  
I1 est clair qu'un diff~omorphisme pr6servant l'orientation de S va fournir 
une autre r~alisation topologique de F dans S avec le m~me ordre cyclique 
autour de chaque sommet. 
Cela conduit ~ la d6finition suivante [6] [1]. 
D6f init ion 2.1 Un graphe ruband (fini) F est un ensemble (fini) A muni de 
deux bijections ao et al, al grant une involution sans point fixe. Les dldments 
de A sont appelds des ar~tes orientdes. 
Les ar6tes g6om~triques sont les orbites de al, les sommets ont celles de cr 0. 
On notera souvent al (a) -- ~. Un graphe ruban6 est un graphe : l'application 
(I) est d6finie par : a(0) est la a0-orbite de ~, a(1) est la ao-orbite de a. Tous 
nos graphes ruban~s eront supposes connexes. 
On d6finit la bijection a2 = al o ao 1. Ses orbites sont appel6es des faces. 
• (:rv-lla~ Chaque face (a,a2(a),.. , 2 ~ jj est un lacet d'ar~tes orient~es. En effet, 
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soit k E Z/v;  en ~crivant a k k-1 -1 = a 2 a la  0 , et comme alaot(a)(0)  = a(1), 
on obtient : ak2(a)(O) = ak-l(a)(1).  
Un morphisme f : P -+ F ~ entre deux graphes ruban6s est une application 
f : A(r) A(r') qui satisfait ~ f o ai = a~ o f pour i E {0,1,2}. Si f est 
bijective, alors f est un isomorphisme. 
Si s(r), a(r), f(r)  sont respectivement le nombre de sommets, ar~tes 
g~omfitriques t faces du graphe ruban6 F, alors son genre g est d~fini par la 
formule d'Euler :
2 - 2g(r) = s(r)  - a(r)  + f ( r )  . 
Lorsque les graphes ruban6s n'ont qu'une seule face, on les repr~sente 
volontiers comme un polygone avec identifications de cot~s (c'est le cas des 
polygones fondamentaux des surfaces compactes orientables). Sinon, on les 
dessine agr~ablement en rempla~ant les ar~tes par des rubans dont les bords 
repr~sentent les ar~tes orient6es, comme dans l'exemple qui suit. Le graphe 
sous-jacent apparait alors sur le dessin comme squelette du graphe ruban~. 
Comme exemple, on d6finit deux graphes ruban~s Aet  F non isomorphes, 
mais avec des graphes sous-jacents i omorphes : soit A = {a,b,c,d,e,f,g,h}, 
ao (e) = (abcde/gh), al (e) = (ae)(bd)(cg)(f h), or2 (e) = (a f)(be)(cdgh) 
a0(P) = (abcdef gh), al (F) = (ae)(b f)(cg)(dh), a2 (F) -- (adgbehef) . 
Ils sont repr~sent~s sur la figure 1. 
Puisque un graphe ruban~ F est en particulier un graphe, la structure 
de son groupe fondamental 71" 1(I~,8) est connue. Rappelons [11] que le groupe 
fondamental d'un graphe est le groupe des classes d'homotopie de lacets 
d'ar~tes orient6es bas~s en un sommet s, avec la loi de succession des chemins, 
et off l'homotopie consiste ~ enlever ou ajouter une ar~te orient~e a suivie 
de l'ar~te d'orientation oppos6e al(a) = g. C'est un groupe libre en a(F) - 
s(r)  + 1 g~n~rateurs [111. 
Cependant, si l'on voit F comme r~union disjointe de f(r) polygones 
orient,s r6alis~s dans le plan orient~ (la donn~e de a2) avec une identification 
par paires d'ar~tes d'orientations oppos~es (la donn~e de el),  et que l'on 
remplit ces polygones par des disques priv6s d'un point, on r~alise F comme 
a 
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F 
F IG .  1 - Graphes rubands non isomorphes. 
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un r6tracte par d~formation d'une surface orientable compacte F(F) priv~e 
de f(F)  points. Le genre du graphe ruban~ d~finit celui de la surface F(F). 
Dans l'exemple ci-dessus, on obtient un tore priv6 de trois points pour a, et 
un bitore priv~ d'un point pour F. 
Finalement, le groupe fondamental Irl (F), isomorphe au premier groupe 
d'homotopie lq(I F I), est donc isomorphe au premier groupe d'homotopie de 
la surface 7rl (F(F)), et poss~de une presentation dite topologique. 
Dans l'article [4], il est montr~ comment calculer explicitement une telle 
presentation topologique du groupe fondamental Irl (F) ~ partir de la d~fini- 
tion 2.1. Rappelons l'6nonc~ du r~sultat. 
Soit (a l , . . .  ,at) une face du graphe 6pais de valence l, les ar~tes orient~es 
~tant ~erites dans l'ordre impos~ par 02. On joint al (0) au sommet de base 
par un chemin orient~ chet  on consid~re dans lrl(F) la classe d'homotopie 
du lacet orient~ ff = c~al ... ate. Un autre choix de c~ conduit ~ un 61~ment 
conjugu~ de % Si la face est d~crite cycliquement ~ partir de ai avec i > 
1, alors on obtient la classe d'homotopie d'un lacet orient6 f ia i . . .a i_ l f l ,  
homotope ~~ai . . .  atal . . .  a i - la i  .. • at~l . . .  ai~ qui est conjugu~ 7. On peut 
donc associer ~ chaque face de F une classe de conjugaison d'~16ment de 
~rl (F). Nous nommerons cycle facial tout d~ment de la classe de conjugaison 
du lacet orient~ associ6 ~ chaque face. 
Th~or~me 2.2 Soit  F un graphe ruband de genre g, avec n faces. I1 existe 
un algorithme combinatoire pour trouver des cycles fac iaux C1. . . ,Cnet  2g 
autres lacets orientds A1 ,B1 , . . .  ,Ag,Bg, qui engendrent ~rl(F), et qui sont 
soumis ~ la seuIe relation de surface:  
[A~,Bi] . . . [Ag,B~]CI . . . Cn = 1 . 
Par algorithme combinatoire, on entend une succession finie d'op~rations 
combinatoires portant sur le graphe ruban~ et son groupe fondamental. 
Pour conclure cette section, nous rappelons la derniere notion qui 
nous sera utile : celle de dualit6. 
D~f in i t ion 2,3 Soit  F un graphe ruband ddcrit par (ao,ol ,a2).  Alors le 
graphe ruband dual F* est ddfini par A* = A,  0~ = 02, o~ = 01. 
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I1 faut noter que a~ = O-lO0o"1, g(F*)= g(F). 
3 Preuve du th or me 
Soit donc G un sous groupe Fuchsien de PSL2(~). Dans un premier 
temps, on part avec un polygone fondamental P pour G avec 2a cot6s, dans 
le demi-plan de Poincar~ 7/(sans arStes r~elles). 
Soit sl , . . .  ,s2a l'ensemble des ar~tes uccessives de P dans l'ordre donn~ 
par l'orientation aturelle de 7/. Pour tout i, il existe j(i) ~ i et gi E G tel 
que gi(si) = 8 j ( i ) .  On note sj(i) = ~-. On a automatiquement g j ( i )  = g~-l. 
Soit A le  graphe ruban~ d~fini par a2 = (s l , . . .  ,S2a), al(Si) = ~. 
Si on consid~re le pavage de 7/obtenu par les it6r6s de P par G, alors 
sa projection sur la surface de Riemann orbifold quotient S = 7//G est une 
r~alisation topologique de A sur S. 
Le graphe ruban~ A poss~de a arStes g~om~triques, une face, et w som- 
mets si west  le nombre de cycles disjoints de a0. Les sommets ont mat~ria- 
lis~s sur S par des piqflres, des points elliptiques, ou des points lisses. 
Consid~rons le graphe ruban~ A*, qui poss~de donc un seul sommet, a 
ar~tes g~om~triques qui sont des boucles, et w faces. On notera s* l'ar~te 
orient~e de A* provenant de l'ar~te orient6e si de A. Topologiquement, 
l'orientation de I s, I est d~finie telle que (I sil , Is* I) forment un rep~re 
direct en leur unique point d'intersection. 
Notons (V1,... ,Vs) l'ensemble des sommets de A qui correspondent aux 
points elliptiques, (Vs+l,... ,Vs+t), ceux qui correspondent aux piqfires, et 
(Vs+t+l,...,V~) les autres, qui correspondent ~ des points lisses. Soit Q 
l'unique sommet de A*. 
Le r~sultat d~coule alors des deux points cl~s suivants. 
Premi~rement, par le th~or~me 2.2, on peut calculer une presentation 
topologique de lrl (A*,Q) : 
g w 
( (ai,bi)ie{1,...,9},(Tj)jE{1,...,w}/ II[ai,bi] I I  Vj -= 1 ) .  
4=1 j= l  
222 M. Imbe~ 
Deuxi~mement, on construit un homomorphisme surjectif de groupes : 
¢ : ~-~(A*,Q) ~ G.  
A un lacet d'ar~tes orient~es 7 = s l " "sn ,  on associe gl""gn,  off gi(s~) = 
et gig2 signifie g2 o gl. C'est bien d@fini puisqu'~ ~* est associ@ g~-l. La 
surjectivit@ provient du fait que G est engendr6 par les appariements, et 
¢(s*) = gi (chaque ar~te orient@e si est une boucle, c'est donc un lacet de 
~r,(A*,Q)). 
tJ i On v@rifie maintenant que les lacets (7i)ie{1,...,s} et (Vj)je{s+t+l,...,w} 
sont bien dans le noyau du morphisme ¢. 
Soit donc un cycle facial 7k venant d'une face Fk de A*  c'est h dire d'un 
sommet Vk de A ou encore d'une orbite Ok de sommets du polygone P. 
Alors ~b(Vk) stabilise un sommet de Ok. 
Par construction, si Fk = (S*l,... ,s*) comme orbite de (~, alors ¢(Vk) est 
conjugu@ ~ gl""gv.  Supposons ans perte de g~n~ralites qu'il lui soit 6gal. 
Puisque a~ = alaoal, l'ensemble {s l , . . .  ,sv} d~crit les ar@tes orient@es de A 
dont l'origine est Vk, ou les ar@tes orient~es i du polygone dont les origines 
Pi constituent l'orbite Ok. Comme gi(si) = ~, l'image de Pi par gi est le 
sommet erminal ~(1) de sT. 
* * = * (par d@finition) entraine 0"10"00"1(8i_1) ---- 8i, soit Maintenant, a2 (si-1) si 
a~l(s i_ l )  = ~. Pour terminer, gi(Pi) est 6gal ~ ~(1) = si_l(0), c'est ~ dire 
Pi-1. Par suite, ¢(7k)(P1) =/91. 
On en d6duit que ¢(%) est elliptique si Ok est contenue dans le demi- 
plan (pour k E {1,. . .  ,s}), parabolique si Ok est incluse dans la droite r6elle 
(k E {s + 1 , . . . , s  + t}), et l'identit@ si k E {s +t  + 1, . . . ,w}.  En corollaire, 
les lacets (V~'~)ie{1 ..... s} et (Tj)je{s+t+l,...,w} appartiennent au noyau de ~b. 
Ainsi, la prasentation topologique de ~I(A*) fournit, via l'homomor- 
phisme surjectif ¢, la presentation g~om@trique d~sir6e du groupe G. 
Remarque: pour d@montrer directement (sans passer par la surface) 
que ker(¢) est le plus petit sous groupe distingu@ contenant les lacets 
(V~i)ic{1,...,s} e t (vj)je{s+t+l,...,w}, il faudrait utiliser le rev~tement universel 
du graphe ruban@ A (qui est un arbre ruban~ infini). La th@orie des rev@te- 
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ments de surfaces est en fait enti~rement cod@e par celle des rev~tements de 
graphes ruban@s, mais nous n'abordons pas ce sujet ici. 
Pour conclure la preuve, il nous reste ~ traiter le cas oli P poss@de 
des ar~tes qui sont des segments de la droite r@elle. Soit (s l , . . . ,s2a) les 
ar~tes qui sont g@od@siques. Alors on consid@re le m~me graphe ruban@ que 
dans le premier cas, d@fini par cr 2 = (s l , . . .  ,s2a), al(Si) = ~. Les ar~tes 
r@elles sont vues comme des sommets. Le graphe ruban@ dual A* poss@de 
lui un sommet, a ar@tes, et w + u faces si w est le nombre d'orbites de 
sommets et u est le nombre d'orbites d'ar@tes r~elles. Par le re@me proc@d@ 
on obtient la pr@sentation du groupe. Reste ~ v@rifier l'hyperbolicit@ des 
nouveaux @l@ments de G qui correspondent aux nouvelles faces de A*. 
Une orbite d'ar@tes r@elles se projette sur une courbe fronti~re de ~/G. 
La face de A* correspondante ~ une telle orbite fournit un cycle facial ~, qui 
se r@alise comme une courbe librement homotope ~ la courbe fronti~re. Par 
le m~me argument que pr@c@demment, ¢(9') stabilise une ar@te r@elle (un 
segment de la droite r@elle), il est donc n@cessairement hyperbolique. [] 
Preuve du corollaire 1.3: 
On doit trouver un polygone fondamental pour ker(¢) ~ partir d'un polygone 
fondamental P de G. C'est une proc@dure bien connue, mais nous donnons 
quelques d@tails, et les r@f@rences ad@quates. 
Soit (7i,7~-1)iei l'ensemble des appariements de P, et hi = ¢(9'i)- Tout 
@l@ment h de H s'@crit h = l~jEJclh~ 1. Consid@rons ")'h = 1-I jEJcI ') '~ =1. 
Alors PC = [.JheGTh(P) est un polygone fondamental pour ker(¢). Les 
propri~t@s 1. et 2. de la d@finition 1.1 sont clairement satisfaites (voir 
le th@oreme 3.1.2 et sa preuve dans [7] pour des d@tails). On doit alors 
d~montrer que PC est un polygone, c'est ~ dire sa fronti~re est une courbe 
simple. C'est fait dans [12] §7.2, en utilisant un th@oreme de Jordan et la 
discontinuit@ de Faction de G sur le demi-plan. Le calcul des appariements 
de PC se fait ~ partir de la remarque suivante : pour chaque cot@ s de PC, il 
existe un unique cot@ t de Pet  h E H tel que s = 7h (t). [] 
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4 Application aux groupes Fuchsiens arithm tiques 
Les groupes Fuchsiens arithm@tiques sont les groupes Fuchsiens commen- 
surables avec ceux qui sont obtenus ~ partir d'ordres dans des alg~bres de 
quaternions. Les alg~bres de quaternions en question doivent @tre d~finies 
sur un corps totalement r@el, et ob@ir ~ une condition portant sur ses com- 
pl@tions r@elles. Nous renvoyons le lecteur h [7] et [5] pour plus de d@tails. Le 
cas de l'alg@bre M2(Q) conduit aux sous groupes Fuchsiens de PSL2(Z). 
Dans [10], R.S. Kulkarni montre comment obtenir des polygones fonda- 
mentaux pour tousles sous groupes Fuchsiens de PSL2 (Z), avec un ensemble 
d'appariements qui forme un ensemble minimal de g@n@rateurs. Par ailleurs, 
cet ensemble de g@n@rateurs ne fournit pas en g@n@ral une pr@sentation g@o- 
m@trique du groupe, notre r@sultat permet alors d'en d~duire une. 
Dans [5], S. Johansson montre que pour les groupes Fuchsiens arithm@- 
tiques F construits dans des alg~bres de quaternions ~division (cela exclut 
M2(Q)), il est possible de dessiner un domaine fondamental de Ford (volt 
§3.3 de [7] pour la d@finition), qui est un polygone fondamentM au sens de 
la d~finition 1.1, et de calculer les appariements d'ar@tes. L'ensemble de 
g@n@rateurs obtenu n'est pas minimal en g6n@ral. 
Par le th@orSme 1.2, nous sommes capables de calculer une presentation 
g~om~trique pour tous ces groupes. I1 s'av~re [7] que ces groupes arithm~- 
tiques ont une signature topologique (g,ul , . . .  ,us,0) (aucune composante de 
bord). 
• Exemple 1: 
C'est un exemple cit~ dans [7], §5.6. Le groupe Fuchsien est engendr@ par 1(3 0) 
quatre ~l~ments : V1 = ~ -v~ 3 ,72 = 0 2 + x/3 ' 
")'3 = ~ _V/" ~ 4-~_ 3V/'3 ''Y4 = 2 _V /~ 4 -- 3V/-~ 
L'allure du polygone fondamental est esquiss@e sur la figure 2. I1 est fait de 
cercles d'isom@trie Ci de 0// (voir [7]), et des cercles ")'i(C~), pour i allant de 
1~4.  
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FIG. 2 - Un exemple en genre un. 
L'appariement est donn6 par "/1 (g) = c, 0'2 (a) = e, 3'3 (h) = f ,  et ")'4 (d) = b. 
Le graphe ruban6 correspondant A est donn~ par a2 = (abcdefgh) et 
al = (ae)(cg)(bd)( fh) .  On en d6duit a0 = (ad)(bcfg)(eh) .  Alors a~ = 
a2, a~ = al ,  et a~ = (af)(be)(cdgh).  Le graphe ruban6 dual A* est re- 
present6 sur la figure 1 sous le nom de ~. 
Nous avons la presentation topologique suivante pour ~1 (A*): 
( A1 = g,B1 = f ,5 l  = fa,52 = eb,53 = dghc/  [A1,B1]g15253 = Id ) 
de laquelle nous d6duisons une presentation g6om~trique pour le groupe 
Fuchsien : 
( al = Vl,bl = V3*,dl = 73172,d2 = 72174-1/ [al,bl]dld2 = Id ) . 
• Exemple 2: 
C'est un exemple donn6 dans [5], §5.7. Posons t = v /2 -  1. Alors le groupe 
Fuchsien est engendr6 par les quatre 616ments uivants : 
g~ = - (2  + ~)v~ 1 + v~ 
( l+v~+(2+v~)v~ 0 ) 
g2 = 0 1 + v~-  (2 + v~)'¢~ 
( (1 + v~)(1 + vq) -(1 + v~)v~ ) 
g3 = - (1  + V~)V~ (1 + V/-2) (1 - v/t) 
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FIG. 3 - Un exemple en genre deux. 
(i + x/2)v~ -(I + v~2)(l + V~) 
g4 = (i + v~)(i - v/) -(I + v~)v~ / 
Le polygone fondamental, repr~sent~ sur la figure 3, est un octogone r~gulier 
(les rayons des cercles d'isom6trie sont tous 6gaux) avec identification par 
paires des cot~s opposes. Pr~cisemment, gl(a) = e, g2(g) = c, ga(h) = d et 
g4(b) = f. 
Le graphe ruban6 correspondant est donn6 par a2 = (abcdefgh), al = 
(ae)(bf)(eg)(dh), d'off nous d~duisons a~ = (adgbehcf). ae graphe ruban~ 
A* est repr6sent~ sur la figure 1 sous le nom de F. La pr6sentation topologique 
du groupe fondamental de A* (obtenue par application du th~or~me 1.2, voir 
l'exemple de la derni~re section de [4]), donne la presentation g~om6trique 
de ce groupe Fuchsien cocompact de genre deux : ( A1 = fca,B1 = dgb,A2 = 
c,B2 = f,~ = fcadgbehcf-~f / [A1,B1][A2,B2] = 5 } donne 
( al = g41g21gl,bl = galg2g4,a2 = 9~1,b2 = g41/ [al,bl][a2,b2] = Id ) . 
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